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Zur Ausgleichung im GauB3-Markov-Modell beim
Ubergang zwischen Beobachtungsrdumen

On Adjustment in the Gauss-Markov Model at the
Transition between Observation Spaces
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Zusammenfassung

In diesem Beitrag wird ein Verfahren aufgezeigt, mit dem die
Ausgleichung im Gauf3-Markov-Modell bei der Transformation
der Beobachtungen zu einem alternativen Beobachtungsraum
zutreffend ermdglicht wird. Dazu wird eine Losung mittels
GauB-Newton-Iteration verwendet, die mit der Nutzung von
Jacobi-Matrizen auskommt. Das stochastische Modell wird in
jedem Iterationsschritt angepasst, sodass auch im alternativen
Beobachtungsraum nicht-normalverteilte Beobachtungen
korrekt ausgewertet werden kdnnen. Der Beitrag zeigt an zwei
numerischen Beispielen das praktische Vorgehen und analy-
siert die jeweiligen Ergebnisse.

Schliisselworter: Ausgleichung, nicht-normalverteilt, Transfor-
mation, Anpassung, stochastisches Modell

Summary
This contribution presents a procedure that allows an accurate

parameter estimation using the Gauss-Markov model when
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the observations are transformed to an alternative observation
space. For that, a solution based on a Gauss-Newton iteration is
applied, which gets by with Jacobi matrices. In each iteration step
the stochastic model is adapted so that also in the alternative
observation space non-normally distributed observations can be
correctly evaluated. The contribution shows the practical proce-
dure using two numerical examples and analyses their results.

Keywords: adjustment, non-normally distributed, transforma-
tion, adaptation, stochastic model

1 Einleitung

In der Geodisie wird in vielen Fillen die Bestimmung von
unbekannten Parametern aus Messwerten im Rahmen
einer Ausgleichung nach der Methode der kleinsten Qua-
drate (M.d.k.Q.) durchgefiihrt. In der Regel wird dazu der
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funktionale Zusammenhang zwischen den ausgeglichenen
Parametern und Beobachtungen durch Beobachtungsglei-
chungen dargestellt, die sowohl explizit als auch implizit
vorliegen konnen. Dabei konnen alle expliziten Beobach-
tungsgleichungen leicht durch einfaches Umstellen in im-
plizite Beobachtungsgleichungen umgewandelt werden.
Héufig sind diese impliziten Beobachtungsgleichungen
nichtlinear.

Bei der Ausgleichung nach der M.d.k.Q. werden in
einem Beobachtungsraum, der durch die Beobachtungs-
typen aufgespannt wird, diejenigen ausgeglichenen Beob-
achtungen gesucht, fiir die die Gruppe der Residuen den
maximalen Wert der Wahrscheinlichkeitsdichte erreicht
und die gleichzeitig die Beobachtungsgleichungen erfiil-
len. Grundsitzlich wird dabei davon ausgegangen, dass die
Beobachtungen und die Residuen normalverteilte Groflen
sind. Damit ergibt sich die bekannte, zu optimierende Ziel-
funktion
Q=v'Py, (1.1)
die minimiert werden muss. Dabei stellt v wie iiblich den
Residuenvektor dar und die Gewichtsmatrix P reprisen-
tiert als Inverse der Kovarianzmatrix das stochastische
Modell der Beobachtungen.

Nicht selten ist es sinnvoll oder notwendig, die Beobach-
tungen in einen alternativen Beobachtungsraum zu trans-
formieren und die Ausgleichung in diesem Beobachtungs-
raum durchzufiihren. Dies kann z. B. dann vorteilhaft sein,
wenn der funktionale Zusammenhang im alternativen Be-
obachtungsraum leichter beschreibbar ist. Im alternativen
Beobachtungsraum muss dann die alternative Zielfunktion
Q =v,'Pv, (1.2)
optimiert werden. Dabei ergeben die Optimierungen der
beiden Zielfunktionen nur dann identische Werte und Er-
gebnisse fiir die unbekannten Parameter, wenn der Uber-
gang zwischen den Beobachtungsriaumen sowohl fir die
Beobachtungen und ihre Residuen als auch fiir das sto-
chastische Modell eindeutig ist. Daneben ist es fir die
Anwendbarkeit der M.d.k.Q. unabdingbar, dass auch die
Beobachtungen im alternativen Beobachtungsraum nor-
malverteilte GrofSen sind.

Ein héufig auftretender Fall ist der Ubergang zwischen
Beobachtungrdaumen kartesischer und polarer Koordina-
ten. In Losler (2020b) wurde dieser Fall beispielhaft fiir
die Ausgleichung einer Regressionsparabel behandelt.
Dabei ergaben sich allerdings zum Teil unterschiedliche
Resultate fiir den ausgeglichenen Parabelparameter. Der
Autor verwendet zur Losung der nichtlinearen Ausglei-
chungsaufgabe eine sequenzielle quadratische Program-
mierung, die durch die Nutzung von Hesse-Matrizen eine
schnellere Losung als bei Anwendung der meist tiblichen
Gauf3-Newton-Iteration nur tiber die Jacobi-Matrizen ver-
spricht. Dennoch muss auch eine Gaufi-Newton-Iteration
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mit identischen Nédherungswerten fiir die auszugleichen-
den Parameter identische Ergebnisse liefern, solange die
Grundvoraussetzung der normalverteilten Beobachtungen
eingehalten wird, da damit zumindest zum gleichen loka-
len Optimum der Zielfunktionen iteriert wird.

In diesem Beitrag soll gezeigt werden, wie im Rahmen
einer Ausgleichung mit Gauf3-Newton-Iteration dafiir ge-
sorgt werden kann, dass die Optimierung der Zielfunktion
sowohl im urspriinglichen als auch im alternativen Beob-
achtungsraum identische ausgeglichene Parameter liefert.
Dazu wird zunéchst in Abschnitt 2 die Ausgleichung impli-
ziter Beobachtungsgleichungen im Gauf3-Markov-Modell
dargestellt und untersucht, unter welchen Umstidnden im
alternativen Beobachtungsraum unterschiedliche ausgegli-
chene Parameter zu erwarten sind. In Abschnitt 3 wird an-
gegeben, wie im Zuge der Gauf3-Newton-Iteration sowohl
fir implizite als auch fir explizite Beobachtungsgleichun-
gen eine korrekte Ausgleichung erfolgen kann. Der vierte
Abschnitt stellt an zwei Beispielen das numerische Vorge-
hen dar. Im letzten Abschnitt werden die Ergebnisse zu-
sammengefasst und gewiirdigt.

2 Ausgleichung impliziter
Beobachtungsgleichungen

Firr die Analyse impliziter Beobachtungsgleichungen im
Gauf3-Markov-Modell wird auf die Darstellung in Reinking
(2008) zuriickgegriffen. Dabei wird von im urspriinglichen
Beobachtungsraum normalverteilten Beobachtungen aus-
gegangen, sodass die M.d.k.Q. eine optimale Losung im
Sinne einer maximalen Wahrscheinlichkeit ergibt, wenn
die Zielfunktion in (1.1) minimiert ist. Die m Beobach-
tungsgleichungen seien implizit gegeben mit
gi(&,i)=o; i=1,.,m. 2.1)
Dabei stellen % und 1 die ausgeglichenen Vektoren der
Parameter bzw. Beobachtungen dar. Eine Linearisierung
mit den Néherungswerten der Parameter x, und Beobach-
tungen |, fithrt zu linearisierten impliziten Beobachtungs-
gleichungen, die iterativ zu l6sen sind:

g, (x0,10)+ iwdxj +i%dlk =0
j=1 j k=1 k

(2.2)
mit u als Anzahl der Parameter und # als Anzahl der Be-
obachtungen. Die Gesamtheit aller 1 Beobachtungsglei-
chungen kann mit den Jacobi-Matrizen A und F angegeben
werden zu

g, +Adx+Fdl =0, (2.3)

mitdx:)}—xounddlzi—lound
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Da in jeder Iterationsstufe die ausgeglichenen Beobach-
tungen und ihre Néherungswerte aus den Beobachtungen
und den Residuen der vorhergehenden Iterationsstufe be-
stimmt werden, wird der Vektor dl immer ein Nullvektor.
Die Ausgleichung kann daher nur durchgefiihrt werden,
wenn seine Zerlegung in Beobachtung, Residuen und Na-
herungswerte genutzt wird
go+Adx+F(l+v—10):Adx—(z—z0+VZ):O. (2.4)
Die Produkte der Jacobi-Matrix F mit den Vektoren wurde
hier bereits zusammengefasst mit
z=-Fl, z,=g,-Fl,, v, =-Fv. (2.5)
Die abgeleiteten Beobachtungen z sind lineare Funktionen
der normalverteilten Beobachtungen und damit ebenfalls
normalverteilt. Die Zielfunktion erreicht ein Minimum fiir
die Lésung

dx=(A"PA) A"P,(z-2,), (2.6)
wobei die Gewichtsmatrix P, aus der Varianzfortpflanzung
fur lineare Funktionen (Niemeier 2008) bestimmt wird zu

P,=Q,'=(FQF') =(FPF) . 2.7)
Fiir die Iteration miissen noch die Residuen bestimmt wer-
den, die sich aus einem Vergleich ergeben
v=—QF'Pyv,. (2.8)
In Reinking (2008) wurde gezeigt, dass fiir reguldre Pro-
bleme die Zielfunktionen fiir die urspriinglichen und ab-
geleiteten Beobachtungen identische Werte ergeben miis-
sen.

Es wird nun angenommen, dass ein Wechsel des Beob-
achtungsraumes durchgefiihrt werden soll. Die k Beobach-
tungen im alternativen Beobachtungsraum 1, sollen dabei
aus Transformationsfunktionen t der Beobachtungen im
urspriinglichen Beobachtungsraum resultieren

(2.9)

Es sei erwihnt, dass n und k nicht notwendig identisch
sein missen. Mit 1, ergeben sich ebenfalls alternative im-
plizite Beobachtungsgleichungen, die nicht zwangslaufig
die identischen unbekannten Parameter des urspriing-
lichen Beobachtungsraumes enthalten miissen. Zur Ver-
einfachung wird hier aber zunichst davon ausgegangen,
dass dem so sei

8 (Xl) =0. (2.10)
In linearisierter Form erhdlt man jetzt
g, tA dx+Edl =0. (2.11)

Die Losung ergibt sich entsprechend der obigen Darstel-
lung zu

-1

dx=(A,"2, A,) AP, (z,-2,,), (2.12)
mit

za = _Fala’ Za,O = ga,O _Fala,O’ Vz = _Fava' (213)

Hierbei sind die Jacobi-Matrizen entsprechend fiir die al-
ternativen Beobachtungsgleichungen zu bilden. Fiir die
Gewichtsmatrix P wird jetzt allerdings die Gewichts-
matrix der Beobachtungen im alternativen Beobachtungs-
raum P, benétigt:

P, =Q'=(EQE") =(EPE) . (2.14)
Zur Bestimmung dieser Gewichtsmatrix wird in Losler
(2020b) das typische Vorgehen fiir nichtlineare Funktionen
vorgeschlagen, bei dem die nichtlinearen Transformations-
gleichungen linearisiert werden (Niemeier 2008)
dl, =Tdl, (2.15)
mit T als Jacobi-Matrix der Transformationsgleichungen.
Damit ergibt sich
P =(TPT7) . (2.16)
Diese Darstellung ist allerdings nur im Differentiellen giil-
tig, im Finiten kann sie nur in mehr oder weniger guter
Néherung gelten. Im Kern von (2.16) wird im Prinzip ein
Hyperellipsoid der Kovarianzmatrix durch Skalierung der
Achsen und Rotation in den alternativen Beobachtungs-
raum iiberfiihrt. Dadurch erweckt die Symmetrie der Ge-
wichtsmatrix den Eindruck, dass die Kovarianzmatrix im
alternativen Beobachtungsraum zu einer multivariaten
Normalverteilung gehort. Auch dies ist fiir nichtlineare
Transformationen zwischen den Beobachtungsraumen
meist nur in Néherung der Fall und gilt nicht allgemein.
Damit kann die Zielfunktion in (1.2) nicht mit (2.16)
angewendet werden, um eine optimale Losung im Sin-
ne einer maximalen Wahrscheinlichkeit zu erreichen.
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Gleichung (2.12) kann also nicht eine Losung nach der
M.d.k.Q. erzeugen.

Anschaulich ldsst sich dieser Sachverhalt darstellen,
wenn fiir die zusammengehorigen Beobachtungen einer
impliziten Beobachtungsgleichung die Wahrscheinlich-
keitsdichte berechnet wird. Geht man davon aus, dass
diese Beobachtungen normalverteilt sind, dann lésst sich
die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die an einer impliziten
Beobachtungsgleichung beteiligten Beobachtungen 1; aus-
driicken mit

(pi(vi’Pi):(\Di(O’Pi)(Di(vi’Pi)’ (2.17)
wobei davon ausgegangen wird, dass diese Beobachtungen
nicht mit anderen, zu weiteren impliziten Beobachtungs-
gleichungen gehorigen Beobachtungen korrelieren. Der
erste Faktor auf der rechten Gleichungsseite beschreibt
die Wahrscheinlichkeitsdichte am jeweiligen Ort I; im Be-
obachtungsraum unter Beriicksichtigung der zugehérigen
Kovarianzmatrix. Der zweite Faktor enthélt den exponen-
tiellen Anteil im Abstand v, von diesem Ort
(Di(vi,Pi):exp(—O,5-viTPivi). (2.18)
Da dieser Anteil am jeweiligen Ort I; zu 1 wird, kann er
genutzt werden, um die Struktur der Wahrscheinlichkeits-
dichte und damit den Konfidenzbereich grafisch darzustel-
len. Die gesamte Wahrscheinlichkeitsdichte ergibt sich aus
allen Produkten der anteiligen Wahrscheinlichkeitsdichte
aus (2.17) aller impliziten Beobachtungsgleichungen.

Zur Veranschaulichung wird auf das in Losler (2020b)
angegebene Beispiel zuriickgegriffen. Gegeben sind dort
die beobachteten kartesischen Koordinaten zweier Punkte,
durch die eine Regressionsparabel optimal gelegt werden
soll. Im kartesischen Beobachtungsraum liegen damit die
in Tab. 1 angegebenen Beobachtungen vor.

Zur besseren Illustration werden die Standardabwei-
chungen angepasst. Die zugehorige Kovarianzmatrix fiir
die Punkte sei hier angenommen zu

Y. =diag(1 0,1),

woraus sich mit o, = 1 die Gewichtsmatrix ergibt zu

(2.19)

P, =diag(1 1/0,1*). (2.20)
Da die Beobachtungen unkorreliert sind, werden aus die-
sen Daten fiir beide Punkte die exponentiellen Anteile w,;
berechnet und in Abb. 1 dargestellt. Man erkennt fiir die-

Tab. 1: Vorliegende Beobachtungen im kartesischen
Beobachtungsraum

Punkt X y
1 2,5 4,8
2 4,0 5,0
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sen zweidimensionalen Fall, dass die jeweiligen Konturli-
nien Ellipsen sind, deren Hauptachsen mit den Koordina-
tenachsen zusammenfallen.

Jetzt wird mit den iiblichen Gleichungen die Transfor-
mation vom kartesischen in den polaren Beobachtungs-
raum durchgefiihrt:

s, :\/xf—i-yf, I, :atan2(yi,xi). (2.21)
Mit der Jacobi-Matrix dieser Transformation
X. /s s
’I; — l/ 12 Yl/ ; (2'22)
_Yi/si Xi/si

wird fiir jeden Punkt entsprechend (2.16) die Gewichts-
matrix im polaren Beobachtungsraum bestimmt. Die da-
mit berechneten exponentiellen Anteile w,; sind in Abb. 2
dargestellt. Man erkennt, dass die Konturlinien wiederum
Ellipsen sind. Allerdings kénnen diese Ellipsen die Struk-
tur der Konfidenzbereiche der Beobachtungen nur nihe-
rungsweise in der Umgebung der Punkte beschreiben.

Soll die korrekte Verteilung im polaren Beobachtungs-
raum beschrieben werden, muss die multivariate Vertei-
lung im kartesischen Beobachtungsraum hierher transfor-
miert werden. In Anlehnung an Koch (1997) und unter der
Annahme, dass T die eindeutige Umkehrung von (2.9) be-
schreibt und T die zugehérige Jacobi-Matrix dieser Trans-
formation ist, gilt

0, (ip’i) =0, (?(ip’i ))|det T‘

Fiir eine grafische Darstellung ist es ausreichend, die mit
(2.18) im kartesischen Beobachtungsraum bestimmten
Anteile am entsprechenden Ort im polaren Beobach-
tungsraum zu nutzen, um die exponentiellen Anteile im
polaren Beobachtungsraum anzugeben. Dabei gilt fiir die-
sen Ort

(2.23)

lp’i +v,, = 1:(lc,i +v, ) (2.24)
Abb. 3 zeigt die im kartesischen Beobachtungsraum be-
stimmten exponentiellen Anteile, abgebildet an den ent-
sprechenden Orten im polaren Beobachtungsraum. Man
erkennt deutlich, dass die Konturlinien keine Ellipsen
mehr ergeben. Daher muss davon ausgegangen werden,
dass die polaren Beobachtungen nicht mehr exakt normal-
verteilt sind.

Die Problematik der Verformung der Wahrschein-
lichkeitsdichte konnte ggf. durch Verwendung einer Un-
scented Transformation (UT) (Julier et al. 1995) behoben
werden, die ausgezeichnete Punkte der Wahrscheinlich-
keitsdichte, z.B. die Endpunkte der Hauptachsen der Kon-
videnzellipsen im kartesischen Beobachtungsraum, in den
polaren Beobachtungsraum transformiert und damit eine
bessere Approximation verspricht. Auch die Anwendung
der Monte-Carlo-Methode (Koch 2018 und Schwarz 2020)
wire zur Losung dieser Problematik moglich. Die zweite



Reinking, Zur Ausgleichung im GauB-Markov-Modell beim Ubergang zwischen Beobachtungsraumen

FACHBEITRAG

Problematik bleibt allerdings bestehen, die Beobachtungen
im polaren Beobachtungsraum sind nur ndherungsweise
normalverteilt. Eine mogliche Losung konnte darin be-
stehen, das Optimum fiir die geédnderte Wahrscheinlich-
keitsdichte mittels der Maximum-Likelihood-Methode
(Blobel und Lohrmann 1998) zu bestimmen. Allerdings
wurde in Losler (2020b) bereits dargelegt, dass z. B. durch
Modifikation der Zielfunktion eine Ldsung mittels der
M.d.k.Q. erreicht werden kann. Ein dhnliches Vorgehen,
bei dem die urspriingliche Zielfunktion nicht modifiziert
werden muss und das die Ausgleichung implizierter Beob-
achtungsgleichungen im Gauf3-Markov-Modell nutzt, wird
im nachfolgenden Abschnitt vorgestellt.

1
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- 043
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Abb. 1: Exponentielle Anteile w_; beider Punkte im kartesi-
schen Beobachtungsraum. Die schwarzen Punkte geben die
Orte der Beobachtungen im kartesischen Beobachtungs-
raum an.
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Abb. 2: Exponentielle Anteile w,; beider Punkte im polaren
Beobachtungsraum. Die Gewichtsmatrizen sind jeweils aus
der Varianzfortpflanzung fiir linearisierte Transformations-

funktionen abgeleitet worden.

1

1.2

0.8

E 1.1
= 0.6 _
£ 1 =
§ - 0.4
- 0.2

0.8 0

5.0 5.5 6.0 6.5 7.0
Winkel in rad

Abb. 3: Tatsachliche exponentielle Anteile w,; beider Punkte
im polaren Beobachtungsraum

3 Ausgleichung im alternativen
Beobachtungsraum

3.1 Ausgleichung impliziter Beobachtungsglei-
chungen im alternativen Beobachtungsraum

Die Herleitung der Losung im alternativen Beobachtungs-
raum ist im Grunde recht einfach, da der notwendige For-
melapparat bereits im vorhergehenden Kapitel angegeben
wurde. Die Linearisierung der Transformationsfunktion
fiir k Beobachtungen im alternativen Beobachtungsraum
aus (2.9) kann fir die aktuellen Naherungswerte der aus-
geglichenen Beobachtungen durchgefithrt werden. Damit
erhélt man

dl, =1 +v, -1, =Tdl=T(I+v-1)). (3.1
Die Jacobi-Matrix der Transformation muss dabei in jeder
Iterationsstufe neu berechnet werden:

or, (lo) a‘cl(lo)
al, al,
T= : : . (3.2)
ot, (10) ot (lO)
|, a, |

Gleichung (3.1) wird jetzt in (2.11) eingesetzt, so dass sich
ergibt
g, tA dx+ETdl=0. (3.3)

Fiir die abgeleiteten Beobachtungen aus (2.13) ergibt sich
nun

z,=-ETl, z =g —ETl, v, =—ETv. (3.4)
Die notwendige Gewichtsmatrix erhélt man aus
P, =Q,'=(ETQIE’) =(ETP'T'E') . (3.5)

Die Losung erhilt man direkt aus (2.12). Fir die Iteration
miissen wieder die Residuen bestimmt werden. Die Resi-
duen im urspriinglichen Beobachtungsraum erhélt man in
Analogie zu Reinking (2008) aus einem Vergleich von

v, =Q,P, v, =ETQT'E'P, v, (3.6)
mit (3.4) zu
v=-QT'E'P,v,. (3.7)

Auch die Residuen im alternativen Beobachtungsraum
koénnen durch Umstellung von (3.1) angegeben werden:

v, =T(l+v-1,)—(1,-1,,). (3.8)
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Dabei ist zu beachten, dass fiir die Berechnung die Néhe-
rungswerte der Beobachtungsvektoren verwendet werden,
die in der aktuellen Iterationsstufe eingefithrt wurden.
Diese ergeben sich aus den Beobachtungen und den Resi-
duenvektoren der vorhergehenden Iterationsstufe. In Glei-
chung (3.8) muss aber der Residuenvektor aus (3.7) der ak-
tuellen Iterationsstufe verwendet werden. Erst im Laufe der
Iteration wird der erste Term auf der rechten Seite von (3.8)
auch fir die aktuelle Iterationsstufe zu einem Nullvektor.

Fiir reguldre Probleme geht die Zielfunktion aus (1.1)
fiir die urspriinglichen Beobachtungen {iber in

v'Pv=v,'P ETQPQT'E'P, v,
=v, 'P ETQT'E'P, v,
= VZ TPZ PZ_IPZ vZ

=V, TPZ‘ v, = min. (3.9)

Es sei an dieser Stelle explizit erwéhnt, dass die obige Iden-
titdt in jeder Iterationsstufe gilt, da die differentiellen Vek-
toren in (3.1), wie bereits erwdhnt, immer Nullvektoren
sind. In jeder Iterationsstufe wird damit die Gewichtsmat-
rix in (3.5) an die aktuellen Naherungswerte der Beobach-
tungen angepasst.

3.2 Ausgleichung expliziter Beobachtungsglei-
chungen im alternativen Beobachtungsraum

Konnen die Beobachtungsgleichungen explizit aufgestellt
werden, dann vereinfacht sich die Berechnung, da die Ja-
cobi-Matrix F zu einer negativen Einheitsmatrix wird. Fiir
Gleichung (2.10) kann dann gesetzt werden

ga,i(ﬁ,ia)=ga’i(&,o)—ia ~0. (3.10)
Damit erhélt man

8.0 :ga(xo,O)—la)0 =0, (3.11)
und (2.11) wird zu

A dx—dl =0. (3.12)
Die Losung aus (2.12) ergibt sich aus

dx=(APA) AP T(1-1,). (3.13)
Auch die Gewichtsmatrix vereinfacht sich zu

P, =(TP'1TT)71. (3.14)

Dies entspricht jetzt der Gewichtsmatrix P, aus (2.16), al-
lerdings mit einer Jacobi-Matrix der Transformation, die
in jeder Iterationsstufe neu berechnet wird. Es kann also
festgehalten werden, dass selbst bei linearen expliziten
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Beobachtungsgleichungen eine Iteration notwendig ist,
wenn die Beobachtungen in einem alternativen Beobach-
tungsraum transformiert werden. Nur wenn diese Transfor-
mation linear ist, kann auf die Iteration verzichtet werden.

4 Numerische Beispiele

In zwei numerischen Beispielen sollen die theoretischen
Darstellungen der vorherigen Abschnitte veranschaulicht
werden. Dabei sollen hier nur die grundlegenden Berech-
nungsschritte angegeben werden. Fiir interessierte Leser
konnen Matlab-Skripte zu den Beispielen auf Anforderung
zur Verfigung gestellt werden.

4.1 Uberbestimmte Koordinatenbestimmung

Das erste Beispiel geht von einer typischen Situation einer
tiberbestimmten geodatischen Koordinatenbestimmung
aus. Gegeben seien zwei Festpunkte 1 und 2, von denen
die Strecken s; und s, zu einem neu zu bestimmenden
Punkt N gemessen wurden. Gleichzeitig liegen die auf
den Festpunkten gemessenen Winkel a; und a, zwischen
dem Neupunkt und dem jeweils anderen Festpunkt vor.
Der Ubersichtlichkeit halber soll ein vereinfachter Fall
behandelt werden, bei dem der erste Festpunkt im Ur-
sprung eines rechtshandigen kartesischen Koordinatensys-
tems liegt. Der zweite Festpunkt liegt auf der x-Achse in
einer Entfernung d = 100. Abb. 4 zeigt unmafistablich die

y

N O
1 v’, \ A
d X

Abb. 4: Unmalstabliche Darstellung der geometrischen
Situation. Die Festpunkte 1 und 2 liegen in einer Entfernung
von d zueinander auf der x-Achse des Koordinatensystems,
die Winkel a; und a, und die Strecken s; und s, wurden auf
ihnen zum Neupunkt N gemessen.

Tab. 2: Koordinaten der Festpunkte und Winkel und
Streckenbeobachtungen

Punkt X y s a
1 0 0 87,45 37,3°
2 100 0 62,15 61,1°
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geometrische Situation. Die Koordinaten und Beobachtun-
gen sind in Tab. 2 angegeben.

Firr die Strecken wird eine Standardabweichung von
0,02 m angenommen, fiir die Winkel soll diese 0,25° be-
tragen. Die Winkel und Strecken sind fiir jeden Punkt im
Beobachtungsvektor 1, nacheinander angeordnet:

T
1, =(0L1 o, s, sz) (4.1)
Damit ergibt sich die Kovarianzmatrix zu
>, =diag(0,25° 0,25° 0,02° 0,02°) (4.2)

Auch wenn die Ausgleichung zur Bestimmung der un-
bekannten Koordinaten des Neupunktes klassisch mittels
expliziter Beobachtungsgleichungen im Gauf3-Markov-
Modell durchgefithrt werden konnte, sollen hier implizite
Beobachtungsgleichungen aufgestellt werden. Es ergeben
sich daher fiir diesen einfachen Fall

(4.3)

Fir die Jacobi-Matrizen in (2.3) erhélt man mit x, und y,
als Niaherungswerte fiir die ausgeglichenen Koordinaten
des Neupunktes

-,/ (xs+72)
_ yo/((d—xo)z+yg) (d—xo)/((d—x0)2+y;)
' x/ %y vo/\xi+ys
(sl o v/ e ey |

F =diag(-1 -1 -1 -1).

x/ (x5 +v3)

(4.4)

Mit den Startwerten x, = 69,5; Vo = 53,0 erhélt man nach
drei Iterationen die ausgeglichenen Koordinaten und Re-
siduen

—0,683164°
1,093706°

—-0,006919
0,003798

X, =68,932811; y, =53,823602, v, =

Abb. 5 zeigt die exponentiellen Anteile w,; beider Punkte
im polaren Beobachtungsraum. Die beiden Orte der Be-
obachtungen auf den Festpunkten sind als schwarze Punk-
te dargestellt. Hilt man jeweils die Beobachtungen eines
Festpunktes fest, dann sind, wie aus Abb. 4 ersichtlich ist,

35 40 45 50 55 60 65
Winkel in Grad

Abb. 5: Exponentielle Anteile w,; im polaren Beobachtungs-
raum. Schwarze Punkte stellen die Beobachtungen an den
Festpunkten dar. Die grauen Linien und ihre Endpunkte
geben mogliche Losungen an, wenn jeweils die Beobachtun-
gen an den Festpunkten festgehalten werden wiirden. Die
ausgeglichene Kombination ist durch die rote Linie angege-
ben und erzeugt die grof3te Wahrscheinlichkeit. Die Standard-
abweichungen sind fir die grafische Darstellung 100-fach
Uberhoht.

die Beobachtungen auf dem jeweils anderen Festpunkt da-
durch ebenfalls geometrisch festgelegt. Diese sind durch
einen grauen Punkt dargestellt, der mit den erzeugenden
Beobachtungen mit einer Linie verbunden ist. Die opti-
male Losung ergibt sich fiir die Linie zwischen zwei ver-
kntipfbaren Orten im polaren Beobachtungsraum, die den
grofiten exponentiellen Anteil als Produkt der einzelnen
exponentiellen Anteile w,; und damit die gréfite Wahr-
scheinlichkeit erzeugt. Diese ist in Abb. 5 in Rot dargestellt.

Jetzt soll eine Ausgleichung im kartesischen Beobach-
tungsraum erfolgen. Die polaren Beobachtungen werden
dazu fiir jeden Festpunkt in kartesische Beobachtungen
umgewandelt:

Xy i s, cosal,
Y s, sinay,
1 = = . (4.5)
Xy, d—s,cosa,
Vo s,sina,

Die Jacobi-Matrix dieser Transformation lautet entspre-
chend

—(yN)l +v, ) 0 (XNJ +V, )/51,0 0
T XV 0 (Ym +v, )/s,y0 0
0 YaotV,, 0 (XN’Z +v, —d)/szv0 ’
0 d—(xN)Z +vx2) 0 (yN‘2 +v, )/sm

(4.6)

2 2
mits, = \/(XI\Li +VX‘) +(YN,i +Vy‘) >

20 = \/(d a (XN,l TV ))2 * (yMl vy, )2 ’
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Die impliziten Beobachtungsgleichungen werden nun be-
sonders einfach, weil sie linear sind

(4.7)

, B =diag(-1 -1 -1 -1). (4.8)

_ o = O

Mit den obigen Startwerten erhilt man ebenfalls nach drei
Iterationen die identischen ausgeglichenen Koordinaten
und Residuen im kartesischen Beobachtungsraum

-0,631345
0,829917
-1,031189 |

-0,586518

%, =68,932811; §, =53,823602, v, =

In Abb. 6 sind die exponentiellen Anteile w_; beider Punkte
im kartesischen Beobachtungsraum angegeben. Die beiden
Orte der kartesischen Beobachtungen auf den Festpunkten
sind als schwarze Punkte, der ausgeglichene Neupunkt

60
0.9
0.8
55
pgil) 0.7
[ ]
0.6
=50 0.5 ¢
0.4
0.3
45
0.2
0.1
40 0
0 65 70 75 80
X

6

Abb. 6: Exponentielle Anteile w_; beider Punkte im kartesi-
schen Beobachtungsraum. Die schwarzen Punkte stellen die
aus den jeweils zu einem der Festpunkte gehdrigen Beobach-
tungen berechneten Orte dar. Die Standardabweichungen
sind fiir die grafische Darstellung 50-fach iberhoht.
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als roter Punkt dargestellt. Man erkennt deutlich, dass die
x- und y-Komponenten nicht normalverteilt sind.

Ginge man davon aus, dass in der ndheren Umgebung
der schwarzen Punkte in Abb. 6 die tatsdchliche multi-
variate Wahrscheinlichkeitsdichte niherungsweise durch
die Wahrscheinlichkeitsdichte einer multivariaten Nor-
malverteilung ersetzt werden kann, und nutzt die kon-
stante Gewichtsmatrix aus (2.16) fir die Minimierung
der Zielfunktion aus (1.2), dann ergédben sich die Koordi-
naten des Neupunktes zu x, = 68,931428; y,, = 53,835685.
Diese entsprechen nur ndherungsweise den korrekten
Koordinaten und zeigen Abweichungen, die mit ca. 0,01
kleiner als die Standardabweichung der ausgeglichenen
Koordinaten der korrekten Losung sind. Fiir viele geodati-
sche Anwendungen kann von dhnlichen Bedingungen aus-
gegangen werden, sodass hierfiir unter Umstdnden auch
Néherungslosungen verwendbar wiren. Allerdings sollte
nicht vergessen werden, dass diese Losungen eben nicht
exakt sein konnen.

Da die Ausgleichung sowohl im polaren als auch im
kartesischen Beobachtungsraum zu identischen Normal-
gleichungsmatrizen fiihrt, sind die beiden Lésungsmog-
lichkeiten als numerisch gleichstabil anzusehen. Da die
Kofaktormatrix fiir die abgeleiteten Beobachtungen z
bzw. z, sich im polaren Beobachtungsraum als reine Dia-
gonalmatrix ergibt, wihrend sie fiir den kartesischen Be-
obachtungsraum eine Blockdiagonalstruktur aufweist, ist
die Inversion zur Berechnung der Gewichtsmatrix fiir den
zweiten Fall geringfiigig aufwandiger.

4.2 Zielpunktbestimmung aus
polaren Messungen

Das zweite Beispiel ist angelehnt an das klassische Bei-
spiel fiir die Verwendung eines Unscented Kalman Filters
(UKF) (Julier und Uhlmann 2004), das in dhnlicher Form
auch in Losler (2020a) Verwendung findet. Dabei sollen
von einem Standpunkt Richtungswinkel und Strecken zu
einem zu bestimmenden Punkt gemessen sein. Im Grun-
de handelt es sich hierbei um eine Abwandlung des ers-
ten Beispiels, bei dem die beiden Festpunkte zusammen-
fallen. Hier sollen zwei Beobachtungspaare vorliegen, die
in einem rechtshiandigen kartesischen Koordinatensystem
eine symmetrische Anordnung um einen Richtungswinkel
von 45° ergeben.

Tab. 3: Richtungswinkel a und Strecken s fiir das
Beispiel der Zielpunktbestimmung

Beobachtungspaar s a
1 100 55°
2 100 35°
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Zunichst sind im polaren Beobachtungsraum die un-
bekannten Parameter § und & gesucht, die die folgenden
impliziten Beobachtungsgleichungen erfiillen

8o (x,l) =qQ —(OLi +v, )

(4.9)
g (x,l) = §—(si +v, )
Fiir den polaren Beobachtungsvektor
L=(a, o, s s) (4.10)
sei die Kovarianzmatrix gegeben durch
> =diag(10° 10° 05 05°). (4.11)

Da die Beobachtungen unkorreliert sind, miissen fiir beide
Beobachtungspaare die exponentiellen Anteile im polaren
Beobachtungsraum elliptische Konturlinien zeigen, deren
Hauptachsen mit den Koordinatenachsen zusammenfal-
len.

Die impliziten Beobachtungsgleichungen sind sehr ein-
fach und linear, die Beobachtungstypen sind gleichgewich-
tig und unkorreliert. Daher kann die Losung ohne weitere
Berechnung sofort aus den Mittelwerten der jeweiligen Be-
obachtungen bestimmt werden:

& = 45° und § = 100.

Wiederum soll eine Ausgleichung im kartesischen Beob-
achtungsraum erfolgen. Allerdings sollen hier explizite Be-
obachtungsgleichungen und damit das Vorgehen aus Ab-
schnitt 3.2 Verwendung finden:

8. (x,l) =g ()A(,O)—f(i = )A(—(xi +v )

) (4.12)
8yi (i’l) =8y (&’0)_9i = }A' _(Yi +v, )

Hier findet also zusitzlich auch ein Ubergang in einen al-
ternativen Parameterraum statt. Die polaren Beobachtun-
gen werden wie tblich in kartesische Beobachtungen um-
gewandelt:

lcz[x1 Yy, X, yz]T; X, =s,c0s0,; y; =s,sino,.
(4.13)

Die Jacobi-Matrix dieser Transformation ergibt sich zu

_<Y1 +VY1) 0 (x1 v, )/51,0 0
o X +v, 0 (y1 +v, )/sly0 0
0 —(y2 v, ) 0 (x2 v, )/sz‘o ’
0 X, v, 0 (y2 +v, )/sz,o

100 1

0.9

80 0.8
0.7

60

>
40
20

0 20 40 60 80 100

Abb. 7: Exponentielle Anteile w_; beider Punkte im kartesi-
schen Beobachtungsraum. Die schwarzen Punkte stellen die
Beobachtungsorte dar, der rote Punkt zeigt die ausgegliche-
nen Koordinaten.

Die Jacobi-Matrix A kann aus (4.8) iibernommen werden.
Als Naherungswerte x, und y, fiir die unbekannten Para-
meter werden zunéchst die Mittelwerte der Koordinaten
x; und y; verwendet. Damit ergeben sich die Naherungs-
werte der Beobachtungen zu

T
l,= [Xo Yo %o YO:| : (4.15)
Nach zwei Iterationen werden die ausgeglichenen Koordi-
naten im kartesischen Beobachtungsraum erreicht:

A

x=70.710678; ¥ =70.710678.

Diese Werte entsprechen exakt den Koordinaten, die sich
bei der Umwandlung der ausgeglichenen polaren Parame-
ter in kartesische Werte ergeben.

Die exponentiellen Anteile im kartesischen Beobach-
tungsraum sind in Abb. 7 angegeben. Die beiden Orte
der Beobachtungen sind als schwarze Punkte, die ausge-
glichenen Koordinaten als roter Punkt dargestellt. Auch
hier ist deutlich sichtbar, dass die x- und y-Komponenten
nicht normalverteilt sind, da die Konfidenzbereiche eine
bogenférmige Struktur aufweisen. Dass der korrekt aus-
geglichene Punkt auf einem mittleren Kreisbogen liegen
muss, wird klar, wenn man von einem fehlerfreien Mess-
system fiir die Strecke ausgehen wiirde. Alle mit (4.13) be-
stimmten kartesischen Beobachtungen miissen dann auf
exakt einem Kreisbogen liegen. Fiir alle Punkte, die nicht
auf dem Kreisbogen liegen, sind die exponentiellen An-
teile und damit die Werte der Wahrscheinlichkeitsdich-
te null.

Wiirde anstelle der hier durchgefithrten korrekten
Ausgleichung eine Auswertung mit einer vorab einmalig
nach (2.16) berechneten Gewichtsmatrix und Minimie-
rung von (1.2) durchgefithrt werden, dann wiirden die
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Konfidenzbereiche fiir beide Punkte als ellipsenformig
angenommen. Dabei miissten die groflen Halbachsen im
jeweiligen Punkt tangential zu den zugehérigen Bogen
verlaufen. Das muss zwangsldufig dazu fithren, dass der
so ausgeglichene Punkt auflerhalb des Kreisbogens liegen
wiirde und damit das Ergebnis fehlerhaft wire.

Durch den Ubergang in einen alternativen Parameter-
raum lassen sich die Lésungen hinsichtlich ihrer numeri-
schen Stabilitdt nicht direkt vergleichen. Wiirde man auf
diesen Ubergang verzichten, dann ergiben sich sowohl
tir die Kofaktormatrix der abgeleiteten Beobachtungen
z bzw. z, als auch fiir die Normalgleichungsmatrix iden-
tische Werte. Daher konnen die Losungen im polaren
und kartesischen Beobachtungsraum als numerisch gleich
stabil angesehen werden.

5 Schlussbemerkungen

Es wurde dargestellt, dass beim Ubergang zwischen zwei
Beobachtungsrdaumen die Kovarianzfortpflanzung zur
Bestimmung einer konstanten Gewichtsmatrix vor der
Ausgleichung im alternativen Beobachtungsraum nur fiir
lineare Fille korrekte Ergebnisse liefern kann. Ist der Uber-
gang zwischen den Beobachtungsraumen nichtlinear, dann
kann dieses Vorgehen nur Niherungslésungen liefern.

Fir eine korrekte Losung im alternativen Beobach-
tungsraum ist die Darstellung der Beobachtungsgleichun-
gen in impliziter Form geeignet. Da hierbei eine iterative
Losung erzeugt wird, kann in jedem Iterationsschritt eine
Anpassung der Gewichtsmatrix durch eine Kovarianzfort-
pflanzung mit den aktuellen Ndherungswerten der aus-
geglichenen Beobachtungen erfolgen. Dies ist dadurch
zielfithrend, dass im gewdhlten Gaufl-Markov-Modell in
jedem Iterationsschritt die differentiellen Beobachtungs-
vektoren in beiden Beobachtungsraumen tatsichlich Null-
vektoren sind.

Konnen explizite Beobachtungsgleichungen verwendet
werden, dann muss, selbst wenn diese beziiglich der un-
bekannten Parameter linear sind, eine iterative Losung er-
zeugt werden, da die Anpassung der Gewichtsmatrix un-
umginglich ist. Ausschliellich fiir den Fall eines linearen
Ubergangs zwischen den Beobachtungsraumen konnte auf
eine Iteration verzichtet werden.

Bei sachgerechter Anwendung liefert das vorgestellte
Verfahren identische Lésungen, unabhidngig von der Wahl
des Beobachtungs- und des Parameterraumes. Auch die
numerische Stabilitit der Losungen in unterschiedlichen
Beobachtungsraumen ist nahezu gleichwertig. Die Wahl
des Beobachtungsraumes sollte daher eher hinsichtlich
leichter Praktikabilitit und hoher Zweckmifligkeit er-
folgen.
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